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1 Dwa podejscia

Istnieja zasadniczo dwie filozofie oceny niepewnosci pomiarowej: albo po-
stugujemy sie niepewnosciami maksymalnymi, albo stosujemy analize sta-
tystycznag i postugujemy sie niepewnosciami standardowymsi. Warto znaé i
rozumie¢ obie metody.

Podejscie pierwsze opiszemy w rozdziale |3 Bywa ono stosowane juz na
lekcjach fizyki w szkole sredniej, gdyz jest pojeciowo i rachunkowo prostsze.

Drugie podejécie opiszemy w rozdziale [4l Jest ono zwigzane ze znanym
juz z lekcji matematyki w szkole pojeciem odchylenia standardowego. Metoda
ta jest zalecana do stosowania w pracach naukowych.

Niezaleznie od tego, ktéra filozofig bedziemy sie postugiwaé, powinnismy
umie¢ odpowiadaé¢ na pytanie:

2 Jak niepewnos¢ r wplywa na niepewno$é¢ y =
fx)?
2.1 Metoda elementarna

Zalézmy, ze chcemy wyznaczyé¢ objetosé kuli V' na podstawie pomiaru jej
$rednicy x. Poshuzymy sie wzorem na objetos¢ kuli wyrazonym jako funkcja
Srednicy: V = f(z) = %77953. Jezeli x = 2.50 mm, to f(z) = 8.18 mm?®. Gdyby
jednak z pomiaru wyszto nieco wiecej: x = 2.55 mm, to f(z) = 8.68 mm?.
Widzimy wiec, ze jezeli wynik pomiaru odchyli si¢ o Ax = +0.05 mm, to
wynik obliczenia odchyli sie¢ o +0.50 mm®.

Mamy zatem bardzo prosty sposob okreslenia, jak odchylenie wartosci
argumentu wplywa (,,przenosi si¢”) na odchylenie wartosci funkeji:

flz+ Az) — f(x) (1)
Rachunki nie sprawiaja trudnoéci:

fz+ Az) — f(z) = gn(z + Az)? — %Tr(x)?’ = %71'[2.553 —2.50°] = 40.50

jednostki: (mm)® = mm®.

(2)

Dopéki Az jest mate w poréwnaniu z z, warto$¢ bezwzgledna odchy-

lenia |f(x + Ax) — f(x)| prawie nie zalezy od znaku Az. Dla przeciwnego
odchylenia Ax = —0.05 mm otrzymujemy

fx+Az)— f(z) = tn(z+Az)’ — in(2)® = Ln[2.45° — 2.50°] = —0.48 (3)

Wartosci bezwzgledne odchylen i sa sobie bliskie.



2.2 Metoda rézniczkowa

Odchylenie obliczanej warto$ci mozna wyznaczy¢ takze w inny sposéb:

fla+An)= () df

f(z+Az) — f(z) = Ax Ir

Az, (4)

gdzie uzyliSmy pojecia pochodnej funkcji: f’(:c) = j—f Rézniczkowy sposob
obliczania ma pewne zalety nad sposobem elementagaym: jest symetryczny,
to znaczy nie rozréznia dodatnich i ujemnych odchylen wielkosci x, a po-
nadto czesto prowadzi do prostszych obliczen liczbowych’| Ta metoda jest
przykladem czesto stosowanej w fizyce linearyzacji problemu: przyjmujemy
dla uproszczenia, ze w otoczeniu pewnego punktu funkcja zmienia sie linio-
WO.

Zastosujmy metode rozniczkowa do przyktadu z kula. Najpierw oblicza-
my pochodna:

a_ 4 (17Tx3> = 171'952 (5)
dr  dx \6 2
Teraz juz mozemy obliczy¢ odchylenie obliczanej wartosci:
df « 1 5. 1 2 _
%Ax =5 Ax = 277(2.50 )(0.05) = 0.49. (6)

Czytelnik powinien poréwnaé¢ wyniki , i @

2.3 Odchylenie wzgledne Azx/z

Jezeli mamy monete o Srednicy x = 2 cm i pomylimy si¢ przy pomiarze
tej $rednicy o Az = 1 cm, to nasza pomylka bedzie znaczna. Jezeli jednak
przy pomiarze pokoju o wysokosci x = 250 ¢m pomylimy sie o tyle samo:
Az =1 cm, to nasz btad bedzie bez znaczenia. O tym, czy odchylenie wyniku
pomiaru jest znaczne $wiadczy odchylenie wzgledne: w pierwszym przypadku
mamy % =1 o = 0.5 = 50%, a w drugim zaledwie % = Qéomcnm =0.004 =
0.4%. Gdy w naszym sprawozdaniu we wnioskach komentujemy niepewnosé

pomiaru, warto podaé¢ niepewnosé¢ wzgledng naszego wyniku.

2.4 Jak odchylenia wzgledne przenosza sie z argumentu na
wynik?

By odpowiedzie¢ na powyzsze pytanie, zawsze mozemy postuzy¢ sie metoda
z rozdzialu lub [2.2) i nastepnie wykonaé¢ dwa dzielenia: Az/z i Ay/y.

lBywajq jednak zagadnienia, gdzie metoda elementarna jest prostsza od metody réz-
niczkowej, na przyklad dla zaleznosci f(z) = (a® — 2°)/(b° — ), ktérg napotkamy w

naszej pracowni w ¢wiczeniu 11.



Jezeli jednak zalezno$¢ funkcyjna ma postaé y = (m:k, tak jak w omawianym
wezesniej przykladzie z kulka (y = %mcg), istnieje znacznie prostsza metoda:

y=az® = %%k% (7)
Y x
Dla przyktadu z kulka k = 3, zatem 1-procentowe odchylenie przy pomiarze
Srednicy powoduje 3-procentowe odchylenie obliczonej objetosci kulki. Jest
to bardzo prosta i przydatna w praktyce reguta.

Wzér nietrudno uzasadnié: f(z) = az® = df /dz = kaa" ™' = Af ~
kaz" ' Az = Af/f~ (kaxk_lA:U)/(a:vk) = kAzx/x.

Oto przyklady zastosowania wzoru . Niech f(z) = 30x = 30z,
V(z) = %mz:3, g(z) = 8z = 82°°, h(z) = \1/—25 = 1227 "%, Jezeli z ro-
$nie o 1%, wéwczas f rosnie o 1%, V rosnie o 3%, g rosnie o 0.5%, a h
maleje o 0.5%.

3 Ocena niepewnosci maksymalnej A(...)

W poprzednim rozdziale Az oznaczato odchylenie, ktére moze by¢ zaréwno
dodatnie, jak i ujemne. Od tej chwili symbole Az, Ay, ... beda oznaczaly
warto$¢ bezwzgledna najwiekszego mozliwego odchylenia wyniku pomiaru
od rzeczywistodci, czyli niepewnos¢ maksymalng.

3.1 Z jaka dokladnoscig mierzymy?

Notujac wynik pomiaru w I pracowni fizycznej powinnidmy jednoczesnie
zanotowaé jego niepewnos¢. Bedzie to pdzniej potrzebne do opracowania
wynikéw.

3.1.1 Pomiar dlugosci

Przy starannym pomiarze srednicy monety szkolng linijkg mozna przyjac, ze
niepewno$¢ maksymalna pomiaru wynosi 0.5 mm. Jezeli wynikiem pomiaru
jest 42.5 mm, zapisujemy to nastepujaco:

=425 mm, Az = 0.5 mm
lub (8)
xr = (42.54+0.5) mm.

Jezeli uzyjemy tej samej linijki do pomiaru érednicy piteczki pingpongowej,
to wynik bedzie obarczony wieksza niepewnosciag maksymalna Az ze wzgle-
du na trudno$¢ przylozenia linijki do piteczki. Przyktad ten pokazuje, ze nie
zawsze najmniejsza podziatka przyrzadu (dziatka elementarna) ma zwiazek
z dokladnoscia pomiaru. Eksperymentator musi sam oceni¢ Ax w zaleznosci
od sposobu, w jaki wykonuje pomiar.



3.1.2 Pomiar czasu

Gdy stoper jest wlaczany i wylaczany przez czujnik, wowczas niepewnosé
maksymalna pomiaru czasu At wynosi 0.01 s lub mniej, w zaleznosci od
stopera.

Czas reakcji cztowieka jest rzedu 0.10 s, ale réznice czasdéw reakcji przy
starannym wykonywaniu ¢wiczenia nie przekraczaja 0.05 s i taka niepewnosé
maksymalng mozna przyjaé przy recznym pomiarze czasu. Najlepiej jednak,
jezeli eksperymentator sam oceni niepewnos¢ uwzgledniajac specyfike éwi-
czenia i przebieg swoich pomiaréw. Jezeli czas pozwoli, warto zastosowaé
podejscie statystyczne i ocenié niepewnosé standardowa pomiaru czasu (zob.
rozdzial .

3.1.3 Pomiar temperatury

W ¢éwiczeniach na naszej pracowni najczeéciej istotna jest nie wartosé tem-
peratury, ale jej przyrosty. W takiej sytuacji za niepewno$¢ maksymalng
odczytu temperatury mozemy przyjac¢ dzialke elementarng termometru —
najczesciej jest to 0.1°C i wéwezas AT o, = 0.1 °C oraz ATy, = 0.1 °C.
W wyjatkowych przypadkach, w ktérych wazny jest nie przyrost tempe-
ratury, ale jej warto$é, za niepewnoéé maksymalng przyjmujemy 1°C.

3.1.4 Wazenie

W naszej pracowni mamy dobrej jakodci wage z wyswietlaczem cyfrowym.
Za niepewnos¢ maksymalna pomiaru masy mozemy przyjac¢ dziatke elemen-
tarng tej wagi, czyli 0.1 g.

3.1.5 Pomiar napiecia i natezenia pradu

Jezeli chcieliby$Smy by¢ skrupulatni, to dla cyfrowych woltomierzy i ampe-
romierzy powinniSmy zajrze¢ do instrukecji miernika, by sie dowiedzie¢, jaka
jest niepewnos¢ jego wskazan w zaleznosci od uzytego zakresu pomiarowego
i wartosci mierzonej wielkosci (por. Instrukcja ONP, rozdzial 4.2.1.), co pod-
czas zaje¢ w I pracowni byloby klopotliwe; z kolei w przypadku miernikéw
analogowych (rzadko juz wystepujacych w pracowni) powinnismy sie postu-
zy¢ pojeciem klasy przyrzadu, tak jak to opisano w starszych podrecznikach
do zajeé laboratoryjnych (zob. takze Instrukcja ONP, rozdzial 4.2.1.). Jed-
noczeénie nasuwa sie klopotliwe pytanie, kiedy ostatnio uzywany miernik
byt wzorcowany.

W praktyce, w naszej pracowni mozna przyjaé nastepujaca uproszczona
regute oceny niepewnosci maksymalnej dla pomiaréw napiecia i natezenia
pradu:

Az = 1% wyniku pomiaru + 1 dzialka elementarna. 9)



Jezeli wskazanie miernika nie jest stabilne (moze sie¢ wahaé¢ np. z powodu
niestabilnosci zasilacza), wéwczas niepewnosé¢ maksymalng zwiekszamy o
amplitude wahan odczytu.

Przyktad. Wskazanie woltomierza w chwili odczytu wynosi U = 47.32 mV,
ale waha si¢ w zakresie 46-48 mV. Szacujemy niepewno$¢ maksymalna;
AU = 1% z U + dzialka elementarna + amplituda wahan

= 1% z 47 mV + 0.01 mV + 8546 Vv =

= 0.47mV + 0.0l mV 4+ 1 mV = 1.48 mV;
wynik zaokraglamy do dwoch cyfr znaczacych: AU = 1.5 mV. Zwr6émy
uwage, ze niepewnos¢ maksymalna AU jest znacznie wieksza niz rozdziel-
czo$¢ odezytu (0.01 mV). Nawet w miernikach cyfrowych wysokiej klasy nie
mozna utozsamic rozdzielczosci wyswietlacza z niepewnoscig pomiaru.

3.2 Jak niepewnos¢ wielkos$ci mierzonych wpltywa na wynik?

W przykladzie opisanym w rozdziale [2| wielko$é¢ obliczana (objeto$é kulki)
zalezy tylko od jednej wielko$ci mierzonej (srednicy). Niepewnos$é maksy-
malna objetoéci Ay zalezy od niepewnosci maksymalnej pomiaru Srednicy
Az i mozemy ja tatwo wyznaczy¢ jedng z metod opisanych w rozdziale
2 Jezeli uzywamy metody rézniczkowej, zalezno$¢ miedzy niepewnos$ciami
maksymalnymi mozemy na podstawie wzoru zapisa¢ nastepujaco:

dy

dx

Ay = Az. (10)

Dla funkcji o szczegdlnej postaci y = az” (zob. wzér [7]) nie ma koniecznosci
obliczania pochodnej:

Ax
y=az® = Ay=vy-|k|l— (11)
x
Zawsze tez mozemy uzy¢ metody elementarnej (zob. wzoér [1f):

Ay = [y(z + Az) — y(=)] (12)

Wartos¢ bezwzgledne w trzech powyzszych wzorach biora sie stad, ze teraz
Ax i Ay oznaczaja wielkosci zawsze dodatnie: niepewnosci maksymalne.

Zazwycza] wielko$¢ fizyczna y wyznaczana w ¢wiczeniu zalezy nie od
jednej, lecz od kilku wielkosci mierzonych bezposrednio: y = f(zq,zo,...).
Wowczas kazda z niepewnoéci pomiarowych Az, wnosi swéj przyczynek do
catkowitej niepewnoéci pomiarowej Ay; oznaczmy ten przyczynek Ay;. Moze
sie zdarzy¢, ze odchylenia wielko$ci y powodowane przez odchylenia pomia-
rowe x; i x; maja przeciwne znaki i czesciowo si¢ znosza, jednak przy sza-
cowaniu niepewnosci maksymalnej zakladamy najmniej korzystna sytuacje,
czyli taka, ze odchylenia wielkoSci y maja ten sam znak i sa maksymal-
ne. Zatem sumujemy niepewnosci powodowane przez poszczegolne wielkosci
mierzone:



czyli
A.’L’l + ’ ﬂ

Jy
Ay = | ==
Y ‘ x4y

(9371

. . oy : .
przy czym rézniczkowanie czastkowe . wykonujemy w ten sposéb, ze
L1
chwilowo uznajemy y za funkcje tylko jednej zmiennej x;; obliczamy po-
chodng y wzgledem zmiennej x, wszystkie pozostate wielkosci uwazajac za
state; analogicznie postepujemy przy drugim rézniczkowaniu Y ita.
L2

Jezeli chcemy uniknaé rézniczkowania, wowczas przyczynki Ay, oblicza-

my metoda elementarng i zamiast obliczamy

Ay = |y(xy + Az, 29, . ..) —y(T1, X9, .. )| +

(15)
+ly(wy, 290 + Ay, ...) —y(21,29,.. )| + ...,

Dla funkcji o szczegélnej postaci y = ax'xy” ..., zamiast stosowaé wzor

lub , znacznie tatwiej jest oblicza¢ wzgledne niepewnosci maksy-
malne:

A Ax Az
y=afiayt = SE=lbl T RIS (6)

Czytelnik moze wywnioskowaé wzor ze wzoru , jezeli sprawdzi naj-
pierw, ze 0y/0x; = k;y/x;.
3.3 Przyklad elementarny — wahadto matematyczne

Okres wahadla matematycznego (czyli czas jednego pelnego wahniecia) wy-

raza sie wzorem
l
T =2m[—, 17
i .

gdzie [ oznacza dhugos¢ wahadla, natomiast g jest przyspieszeniem ziemskim.
7 powyzszej zaleznosci mozna wyliczy¢ g:
4m?l
=
Jak wida¢ z , aby wyznaczy¢ g, wystarczy zmierzy¢ [ i 7.
Dlugo$¢ wahadla [ mierzymy posrednio (tak jest dokladniej): najpierw
mierzymy dlugoéé nici a, potem érednice kulki d; stad obliczamy

l=a+3d. (19)

(18)



Okres wahan réwniez mierzymy posrednio: najpierw wyznaczamy czas pel-
nych dwudziestu wahnieé tq; stad obliczamy

tao
T==". 20
20 (20)
Wyniki pomiaréow sg nastepujace:

tyo = (20.69 £ 0.2) s,
d = (25.2 £ 0.3) mm, (21)
a = (253 + 3) mm,

to znaczy tog = 20.69 s, niepewnos¢ maksymalna Atyy = 0.2 s itd.
Najpierw z i obliczamy okres:

T =1.035s (22)

Niepewnosé wyznaczenia okresu okreslimy metoda elementarna (wzoér [12)):

_ |tao + Aty tao| _ Aty

AT = =0.01 2
20 20|~ 20 S (23)
co tacznie mozna zapisaé jako
T =(1.035+0.01) s (24)

Teraz jest jasne, dlaczego warto mierzy¢ czas wielu wahnieé¢ — nasza niepew-
nos¢ wyznaczenia okresu jest dwudziestokrotnie mniejsza od niepewnosci
pomiaru czasu.

Rozumujac podobnie, mozemy na podstawie zapisaé, ze

1d = (12.6 £ 0.15) mm (25)

Teraz mozemy obliczy¢ [ i Al:
l =a+ $d =265.6 mm (26)
Niepewnosé [ jest suma niepewnosci a i %d:
Al =3 mm+ 0.15 mm = 3.15 = 3.2 mm ~ 3 mm (27)

Jak wida¢, niepewnosé pomiaru $érednicy jest w naszym przypadku zanie-
dbywalna w poréwnaniu z niepewnoscig pomiaru dtugoéci nici. Niepewnosci
zwykle zaokraglamy do dwéch cyfr znaczacych (cyfry ,3” i ,2” w zapisie
3.2 mm). W tym przypadku mozna takze zaokragli¢ Al = 3 mm — pamie-
tajmy, ze Aa = 3 mm byto tylko oszacowaniem niepewnosci a, a dokladnosé
tego oszacowania jest z pewnoscia mniejsza od dziesigtych czesci milimetra.



Teraz obliczamy przyspieszenie ziemskie g:

4721 472 . 265.6 mm
g= =

mm
- = 9788 —- 28
T? (1.035 s) s2 (28)

Niepewnosé maksymalna ¢ obliczymy metoda elementarna (wzér . Mu-
simy policzy¢ przyczynek pochodzacy od niepewnosci | i od niepewnosci
T:

4731+ Al 4x?l 47 47l
Ag = |[FUEAD _ dr ’ T Tol=207 22 (29)

— + _ —
T? T? (T + AT)> T2 s
111 186

Wynik koticowy powinnismy zapisa¢ w jednostkach podstawowych uktadu
SI. Tylko jak go zaokragli¢?

g=(9.788£0.297) m/s> (a) ?
g=(9.79+0.30) m/s> (b) ? (30)
g=(9.8+0.3) m/s* (c) 7

Biorac pod uwage wielko$¢ niepewnosci g mozna stwierdzié, ze trzecia cyfra
po przecinku w zapisie (a) jest zupelnie niewiarygodna, zadnej informacji
nie niesie. Taki zapis wyniku koficowego nie ma sensu. Zapis (b) jest zapisem
standardowym — niepewnoéé¢ zostata zaokraglona do dwdch cyfr znaczacych.
Jezeli jednak niepewnos¢ nie zostala przeszacowana, to w warunkach pierw-
szej pracowni fizycznej wynik mozna takze zapisa¢ w postaci (c).
Zauwazmy na koniec, ze wykorzystana tutaj metoda obliczenia niepew-
nosci oparta na wzorze jest metoda uniwersalna, ale akurat do wyzna-
czenia Ag nie jest metoda najprostsza. Wzor ma postaé iloczynowa:
2
g= 4L2l = (4n?) 1T, (31)
T
co zgodnie z pozwala na szybkie obliczenie niepewnosci wzglednej:

Ag _ AL AT g 0 = 31% (32)
g L I

1.13% 0.97%

Teraz tatwo mozemy okresli¢ Ag:
Ag =3.07% - g = 300 mm/s’, (33)

co dalo praktycznie taki sam wynik, jak .

10



3.4 Przyklad — Cwiczenie 24

W Cwiczeniu 24 o nieco mylacym tytule ,Wyznaczanie mechanicznego réw-
nowaznika ciepla” bada sie zamiane energii elektrycznej (dzule) na ciepto
(kalorie). Celem ¢éwiczenia jest wyznaczenie wspdlczynnika J:

energia elektryczna wydzielona przez spirale grzejna

ciepto pochtoniete przez wode i kalorymetr

L U-I-t
C(mg g+ myccy) - (T —Th) (34)

[J]_ V-A-s

cal g.gfgcloc

Wartosci U, I, t, my, m,,, Ty oraz T} musimy zmierzy¢. Ponadto do obli-
czenia J musimy odszukaé¢ w tablicach ciepto wtasciwe mosiadzu, z ktorego
wykonany jest kalorymetr: ¢, = 0.0917 g‘f?é. Wartosé ciepta wlasciwego wo-
wynika z dawnej definicji kalorii.

al

dy ¢, =1

g°C
Przyktadowe wyniki pomiaréw zostalty przedstawione w tabeli:
Przyczynek do
Niebewnodd niepewnosci
Lp. | Wielko$¢ mierzona bezposrednio P maksymalnej
maksymalna . ,
wielkosci
obliczonej
1 napiecie U = 10.7 V AU =03V AJ; =0.22
2 natezenie pradu I = 1.40 A Al =0.04 A AJy =0.22
3 czas ogrzewania t = 335 s mozna zaniedba¢ | mozna zaniedbaé
4 masa kalorymetru m, =91.8 g | Am,=01g | AJ, =0.00
5 masa wody m,, = 122.0 g Am,, =02g | AJs;=0.01
6 temperatura poczatkowa
T, = 28.6°C AT, = 0.1°C AJg=0.15
7 temperatura koncowa
TQ - 33600 ATQ - 0.5OC AJ7 - 075
Niepewnosé¢ maksymalna wielkosci obliczonej AJ =135
Najpierw obliczamy J ze wzoru :
10.7-1.40 - 335 J
J = =770 | — 35
(91.8-0.0917 +122.0- 1) - (33.6 — 28.6) LaJ (35)

Nastepnie analizujemy niepewnos$ci maksymalne, na przyktad tak:
Ad. 1. AU szacujemy uproszczona regula (9) z rozdziatu Nastepnie
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metoda rézniczki obliczamy przyczynek do niepewnosci J pochodzacy od
niepewnosci U:

a7
oU

‘ AU = Lot AU =022  (36)

AJ; =
! (my - e, +my, - ) - (T = T1)

Ad. 2. Podobnie szacujemy AI i obliczamy przyczynek do niepewnoéci J:

oJ U-t
Ay, =|—| Al = AU = 0.22 37
2 31‘ (my, - ¢ +my, - c,) - (To = TY) (87)

Ad. 3. W tym ¢wiczeniu patrzymy na termometr i odmierzamy czas do-
ktadnym stoperem. Musimy go zatrzymaé, gdy temperatura wzrosnie o
5°C. Niepewno$é¢ zwigzang z momentem zatrzymania stopera mozemy zatem
uwzgledni¢ w niepewno$ci pomiaru temperatury, przyjmiemy wiec At = 0 s.
Czytelnik moze przyjaé¢ inng ocene Atf, uwzgledniajaca swdj sposob wyko-
nania tego ¢wiczenia.

Ad. 4. Przyjmujemy Am,;, = 0.1 g (zob. rozdzial i obliczamy odpowiedni
przyczynek:

oJ
AJ4 - airn,k

U-1-t
(mk'ck+mw'cw)2'(T2_Tl)

(38)
Ad. 5. Masa wody jest mniej pewna: Am; = 0.2 g, bo jest to wynik odej-
mowania wynikow dwoch wazen. Obliczamy przyczynek:

It
AJs = a—J Am,, = |— v 5 - Cy| Ay, = 0.012
Imy, (M - g+ My - )" - (To = 1)
(39)
Ad. 6. Przyjmujemy AT} = 0.1°C (zob. rozdzial .
oJ U-1-t
AJG Bl ATl - 5 . (—1) ATl - 015
aTl (mk * Ck + My - cw) : (TQ - Tl)
(40)

Ad. 7. Przyjmiemy tutaj AT} = 0.5°C ze wzgledu na niejednolitg tempera-
ture w ukladzie.

ClaJ

Az = |5

U-1-t
(my - e + My, - ) - (To —T1)

Powyzsza analiza jest tylko przykladem — czytelnik moze przeprowadzic¢
ja inaczej. Na przyklad oszacowania AJ; i AJ, mozna uproéci¢ poprzez
wykorzystanie zaleznosci , z kolei masy byly wazone bardzo dokladnie
(Am/m ~ 0.1%) i ich niepewnosci mozna nie uwzgledniaé¢ (oszczednosé
czasu!), natomiast przyczynki od niepewnosci temperatury latwiej mozna
obliczy¢ metoda elementarna (wzér [12)).
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Na koncu sumujemy przyczynki do AJ z ostatniej kolumny tabeli i ob-
liczamy catkowita niepewnosé maksymalna obliczonej wielkosci:

Widaé, ze dominujacy wktad do AJ wnosi niepewnos$é pomiaru temperatu-
ry, a niepewnos¢ pomiaru masy mozna byto zaniedbaé¢. W éwiczeniu uzy-
skaliSmy zatem wynik J = (7.70 £ 1.35) é Teraz sprawdzamy wartoscia
tablicowa: Ji,, = 4.184 % Rzad wielkoéci sie zgadza, co wskazuje na to,
ze nie popekilidmy jakiegos$ zasadniczego btedu w obliczeniach, na przyktad
mylac gramy z kilogramami. Jak to jednak mozliwe, ze rozbieznosé naszego
wyniku i wyniku tablicowego przekracza oszacowany przez nas btad maksy-
malny? Nie jest to nic wyjatkowego na pierwszej pracowni. Otéz w ¢wiczeniu
24 wystepuje dodatkowe zjawisko, ktérego prosta analiza teoretyczna prowa-
dzaca do wzoru [34] nie uwzglednia: spirala grzejna owinieta wokél naczynia
z woda przekazuje znaczaca czesé energii do otoczenia. Powinniémy o tym
napisa¢ we wnioskach z przeprowadzonego ¢wiczenia.

4 Podejscie statystyczne — ocena niepewnosci stan-
dardowej u(...)

4.1 Odchylenie standardowe

Na poczatek policzmy zapalki w dziesigeciu przyniesionych prosto ze sklepu
pudetkach:
46,44,43,44, 43,46, 45,46,42,43 (43)

Przedstawmy rozktad liczby zapalek na diagramie:

40 42 44 46 48
liczba zapatek n

»

Moglibyémy zapisa¢, ze x = 44 £ 2. Jezeli jednak kupimy wiecej pudetek,
zapewne okaze sie, ze w niektorych pudetkach jest 40 zapalek. Wowczas nasze
oszacowanie bledu maksymalnego trzeba bedzie zwigkszyé dwukrotnie, z
Ax = 2na Az = 4. A co jedli raz na milion pudetek zdarza sie pudetko puste?
Czy takie feralne pudetko powinno zmienié¢ nasze oszacowanie niepewno$ci
liczby zapalek? Na tym przyktadzie wida¢, ze postugiwanie sie pojeciem
niepewnosci maksymalnej ma pewne wady.

Juz w szkole $redniej na lekcjach matematyki uczono nas innego sposobu
okreélania rozrzutu warto$ci — takiego, ktory jest powszechnie przyjety w
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statystyce matematycznej. Obliczamy najpierw Srednig liczbe zapatek:

== (44)

Rozrzut wartosci, czyli ich odchylenia od wartoéci Sredniej, okreslamy po-
przez odchylenie standardowe:

o= | (45)

Scisle rzecz biorac, wzor okresla odchylenie standardowe ,,dla calej po-
pulacji” (musieliby$my przeliczy¢ zapalki we wszystkich pudetkach z fabry-
ki...). Natomiast jezeli chcemy jak najlepiej oszacowaé odchylenie standar-
dowe ,,w populacji” na podstawie jej prébki, uzywamy wzoru

n

Z(%‘ — 1)’

T I (46)

Zauwazmy, ze odchylenie standardowe ma taka sama jednostke jak zmienna,
ktérej rozrzut badamy. Dla przykladu z zapatkami z = 44.2 [zapalki], o, =
1.5 [zapalki].

Zatézmy, ze wyniki pomiaru wielkosci fizycznej x maja rozrzut charakte-
ryzujacy sie odchyleniem standardowym o,; podobnie, niech pomiary wiel-
kosci ' maja rozrzut o, Jezeli obliczamy s = z + ', to jaki bedzie rozrzut
0,7 Gdyby pomiary x i 2’ byly w pelni skorelowane, na przyklad gdyby
wartosé¢ x; byla zawsze dokladnie 5 razy wieksza od x;, woéwczas rozrzut su-
my bylby suma rozrzutéw, ale dla zmiennych niezaleznych od siebie rozrzut
sumy bedzie mniejszy: o, < 0, + 0/, dlatego ze odchylenia wynikow x; i )
nie zawsze sg zgodne. Jak pokazano w dodatku[AT] odchylenia standardowe
,sumuja sie kwadratowo”:

s=z+2 = ngai—i-ai/ (47)

Na przyklad, jezeli o, = 1i 0, = 2, to o, = \/1% +2° = 2.24.

Wr6émy jeszeze do przyktadu z zapatkami. Jezeli rozrzut liczby zapatek
w pudetkach wynosi o, to jaki jest rozrzut liczby zapalek w paczkach o),
ktore zawieraja po 10 pudelek?

02202—0—024—...—1—02 (48)
10
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Zatem 0'2 = 1002, czyli o, = 3.160.

Jezeli wyniki pomiaru maja rozrzut, to warto zrobié¢ serie pomiaréw i
obliczy¢ z nich Srednig. Zaldézmy teraz, ze takich serii pomiaréw wykonano
wiele i otrzymano wyniki (Z,, Zyp, . . .). Jaki bedzie rozrzut tych srednich o7
Znowu skorzystamy z tego, ze odchylenia standardowe sumuja sie kwadra-

towo: L ) L

0’% = (%Um)Q + (lgm)2 +.o.+ (laac)Q (49)

n

2 2 2
Oz = n(%o-x) = %o-z

Zatem rozrzut Srednich jest mniejszy niz rozrzut pojedynczych pomiaréw:
O3 = ——=0,. (50)

4.2 Niepewnosé standardowa (.. .)

Jezeli dysponujemy serig n niezaleznych pomiaréow wielkosci fizycznej z,
woéwcezas za najlepsze oszacowanie wielkosci x przyjmujemy Srednia

r=1=-"=1 (51)
n

Wynikowi temu przypisujemy niepewnosé standardowq u(zx), ktora jest réw-
na szacowanemu odchyleniu standardowemu $rednich: (por. wzory 46| i

u(z) = Z:nl(n——l) (52)

W praktyce uzyteczne jest takze pojecie wzglednej niepewnosci standardo-
wej:

uy () = ) (53)

(indeks r pochodzi od stowa relative).
Przyktad. Oto wynik dziesieciokrotnego pomiaru $rednicy kuli za pomo-
cg $ruby mikrometryczne;j:
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Srednica kuli z
. » Wzgledna
o . / .| Niepewnosé . ./
Wyniki pomiaréw Srednia niepewnosé
standardowa
standardowa

48.12, 48.23, 48.47, 48.19,
48.38,48.17,48.21, 48.28, | 48.276 0.037 0.00076 = 0.076%
48.28, 48.43

4.3 Niepewno$é rozszerzona U(...)

Zalézmy, ze z naszych pomiaréw wynika pewna warto$é¢ wielkoéci fizycz-
nej x z niepewnoscia standardowa u(z). Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
rzeczywista warto$é lezy w przedziale (x —u(z), x +u(x))? Nie istnieje ogdl-
na odpowiedz na to pytanie. Jezeli wprowadzimy dodatkowe zalozenia: ze
mamy duza ilos¢ pomiaréw i ze pomiary wykazuja przypadkowe odchyle-
nia o rozkladzie normalnym, woéwczas szukane prawdopodobienstwo wynosi
68% (zob. dodatek . Jezeli rozszerzamy przedzial, prawdopodobienstwo
rosénie:

przedzial prawdopodobienstwo
dla rozkladu normalnego
x —u(x),x + u(z) 68.3%
x —2u(z),x + 2u(x) 95.5%
x — 3u(x),x + 3u(x) 99.7%

Niepewnosé rozszerzona U(x) jest to niepewnosé standardowa wu(xz) pomno-
zona przez wspolczynnik rozszerzenia k, ktory zazwyczaj przyjmuje sie za
réwny od 2 do 3. Wéwczas wartosé¢ rzeczywista zawiera sie¢ w przedziale
(x = U(z),z + U(x)) ze znacznym prawdopodobienstwem. Wynik pomiaru
mozemy wowczas zapisaé jako

x+U(x) (54)

podobnie jak to robiliémy dla bledu maksymalnego. W pierwszej pracowni
mozna przyjaé k = 3:

U(z) = 3u(x) (55)

W praktyce, w pierwszej pracowni czesto mamy do czynienia z systema-
tycznymi (nielosowymi) odchyleniami wynikéw, dlatego, ze stosujemy proste
przyrzady i proste modele teoretyczne. Nie nalezy sie wiec dziwi¢ ani mar-
twi¢, gdy warto$é tablicowa lezy poza naszym przedziatem x+U(z). Jednak
rzad wielkosci — przy prawidlowych pomiarach i obliczeniach — zawsze sie
zgadza z tablicami.
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4.4 7 jaka dokladnoscia mierzymy?

Jezeli mamy seri¢ pomiaréw wykonanych doktadnym przyrzadem, takim jak
$ruba mikrometryczna lub stoper, wéwczas niepewnos¢ standardowa moze-
my oceni¢ na podstawie rozrzutu naszych pomiaréw:

(z; — 7)°

u(z) = an(n——l) (56)

n
7 drugiej strony, jezeli mamy pojedynczy pomiar, wOwczas oceniamy nie-

pewno$é maksymalng (rozdzial [3.1)), nastepnie dzielimy ja przez /3 i otrzy-
mujemy ocene niepewnosci standardowej:

_ Ax
V3
(dlaczego? — patrz dodatek [A.3]). Jezeli w naszym pomiarze wielkosci x do-

strzegamy dwa niezalezne Zrédta niepewnosci uq () i ug(z), wowcezas sumu-
jemy je kwadratowo:

u(x) (57)

u? () = ud() + ud(a) (58)

4.5 Jak niepewno$¢ wielko$ci mierzonych wplywa na wynik?

Ze sposobu, w jaki przenosza sie odchylenia (wzér [4]) wynika przenoszenie
sie odchylen standardowych:

Jdy
u(y) = | 52| u(e) (59)
lub elementarnie:
u(y) = ly(z + u(z)) —y(z)]. (60)

Tak samo przenosily sie niepewnosci maksymalne (wzor lub . Nato-
miast przy wiekszej ilosci zmiennych — zgodnie ze wzorem — przyczynki
do niepewnosci standardowej y pochodzace od poszczegdlnych zmiennych
1, Ts, ... sumuja sie¢ kwadratowo:

w(y) = [jyum] " [(fja()} . (61)

Powyzszy wzér jest nieco bardziej skomplikowany niz dla btedéw maksymal-
nych (wzér [14).

Dla funkcji o szczegdlnej postaci y = aa;lflxéﬁ ... znacznie latwiej jest
postugiwaé sie wzglednymi niepewnosciami standardowymi:

x’;? o= ui(y) = k() F Kau (o) + ... (62)

— kl
Yy =ary
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Wzér (62)) wynika ze wzoru (61]) podobnie jak (16 . ) wynika z

Przyk}ad Wzér na ObJQtOSC walca ma postaé iloczynowa: V(r h) = mr?h.
Jezeli znamy r i h z wzgledna niepewnoscia standardowa 1%, wéwcezas mo-

zemy ze wWzoru obliczy¢ wu,.(V):

ur (V) = 2° (100) (100) - 5(ﬁ)2

(63)
u, (V) = V5(355) = 2-2(355) = 2-2%

Zauwazmy, ze dla niepewnosci maksymalnych otrzymaliby$my 3%.

4.6 Regresja liniowa

W niektoérych éwiczeniach na I pracowni zalecane jest uzycie metody opra-
cowania pomiaréw zwanej regresjqg lintowg. Te metode stosuje sie wowczas,
gdy spodziewamy sie, ze zalezno$¢ miedzy dwiema wielkosciami mierzo-
nymi w ¢wiczeniu jest liniowa: y = ax + b. Jezeli mamy seri¢ pomiaréw
(z1,v1), (T2,Y2), (23,Y3), ..., wowczas mozemy wyznaczy¢ wspolczynniki a
i b. W ¢éwiczeniach czesto jest tak, ze szukana wielko$¢ fizyczna jest wspot-
czynnikiem a lub jest do niego wprost lub odwrotnie proporcjonalna. Wspoét-
czynnik a nazywamy nachyleniem prostej lub wspélczynnikiem kierunkowym
prostej. Zauwazmy, ze jest on réwny pochodnej %, a jego jednostka jest
[jednostka y]

[jednostka z]* . ) . ) ) ) )
Wrzory pozwalajace obliczyé¢ wspotczynniki a i b oraz ich niepewnosci

standardowe u(a) i u(b) sa skomplikowane. Mozna je znalezé w instrukcji
ONP. W praktyce obliczenia ,reczne” okazujg si¢ uciagzliwe, a ryzyko po-
mytki — duze. W tej sytuacji warto skorzysta¢ z jakiego$ narzedzia kompu-
terowego. Przykladowy arkusz kalkulacyjny mozna znalezé tutaj:

www.szczepkowicz.ifd.uni.wroc.pl/studenci/

Alternatywnie czytelnik moze sam zaimplementowaé wzory regresyjne z
ONP za pomoca swojego ulubionego narzedzia komputerowego.

Przyktad. W ¢éwiczeniu badano zaleznos¢é oporu drutu platynowego od
temperatury i uzyskano nastepujace wyniki:

TPCI] 0 20 40 60 80 100
R[Q | 101.34 | 108.74 | 116.73 | 121.94 | 129.43 | 140.07

Obliczamy wspotczynniki a, b regresji liniowej
R(T)=aT +b. (64)

W tym celu przepisujemy dane z tabeli do wspomnianego wyzej arkusza:
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x y
0.00E+00  101.34
2.00E+01  108.74
4.00E+01  116.73
6.00E+01 121.94
8.00E+01 129.43

100  140.43

(w tym arkuszu wartosci ,x” po wpisaniu sa automatycznie zamieniane na
postaé¢ wyktadnicza, np. 40 = 4 - 10" = 4.00E4-01). Teraz mozemy odczytaé
wspotczynniki a, b oraz ich niepewnosci standardowe:

a=0.375 Q/°C, u(a)=0.018 Q/°C

(65)
b=101.0 Q, u(b) =110

Jednostki wspélczynnikéw wynikaja z analizy jednostek we wzorze .
Ostatnim krokiem jest okreslenie szukanej wielkosci fizycznej. Temperaturo-
wy wspotczynnik rezystancyi « jest zdefiniowany wzorem

R(T) = Ry(1+ a-T) = (Rya)T + Ry. (66)
Z poréwnania wzorow i widzimy, ze
b= Ry, =101.0 2, u(Ry) =1.10Q (67)
natomiast
a = (Ryo), (68)
czyli

a  0.375 Q/°C e
0= = Torgq ~ 371810 (1/°C) (69)

Na koniec z niepewnoéci u(a) i u(Rg) obliczamy niepewno$¢ standardowa
u(a):

()
= (1011'00.018>2 + 0-375 1 1>2

01.0%
=3.34-10"°

— S
—

Zatem u(a) = 1.83 - 10~%. Ostatecznie wynik zapisujemy tak:

a=371-10"° (1/°C), wu(a)=10.18-10"" (1/°C) (71)
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lub krécej:
o =3.71(18) - 107* (1/°C) (72)

Sposdéb zapisu jest czesto stosowany w pracach naukowych.

4.7 Przyklad — Cwiczenie 9

Modut Younga F jest jedna ze stalych charakteryzujacych wtasnosci sprezy-
ste materiatu. W Cwiczeniu 9 mamy za zadanie wyznaczyé¢ modul Younga
drutu. Pod wptywem sily rozciagajacej F' drut zwieksza swoja dlugosé od
lg do ly + z. Przyrost dlugosci (wydluzenie) z jest proporcjonalny do sily:

1 4l
==
E rd?

1 m
m=|———5|-[N
. [@wm%mJ .
gdzie [y oznacza poczatkowa dtugosé drutu, a d jest jego érednica.

Instrukcja do Cwiczenia 9 proponuje, by zacza¢ od kilkukrotnego zmie-
rzenia dtugosci poczatkowej drutu ly:

(73)

Dtugosé poczatkowa drutu [

lo; [mm] lo [mm] | u(lp) [mm] u,(lp)
046, 945, 946, 947, 947 | 946.20 037 | 0.00040 — 0.040%

Obliczenia wykonali$my przy uzyciu wzoréw podanych w rozdziale[4.2] Moze
sie jednak zdarzy¢, ze nasze pomiary dlugosci drutu nie wykazuja rozrzutu
(to znaczy, ze rozrzut jest mniejszy niz dzialka elementarna i jest niewy-
krywalny). Wéwczas mozemy przyja¢ Aly = 1 mm, u(ly) = 1 mm/v/3 =
0.56 mm (por. wzor iu,.(ly) = 0.00059 = 0.059%. Jak widaé, wzgledna
niepewnos¢ standardowa jest bardzo niewielka; bedzie ona miata zaniedby-
walny wplyw na niepewno$é¢ wyznaczenia statej E.
Nastepnie mierzymy Srednice drutu d:

Srednica drutu d

d; [mn] d ] [ u(d) m] | u,(d)
0.79, 0.79, 0.78, 0.77, 0.78 | 0.7820 0.0037 0.0048 = 0.48%

Zauwazmy, ze niepewno$¢ wzgledna u,(d) jest ponad 10-krotnie wieksza od
poprzednio obliczonej u,.(ly).

Mierzone wydtuzenia (przyrosty dlugosci) z sa male — obserwuje si¢ je
przez mikroskop, w ktorego polu widzenia znajduje sie podziatka. Mierzymy
bezposérednio zatem nie wydluzenie z w milimetrach, tylko wydtuzenie z*
w dziatkach. Przelicznik z dzialek na milimetry uzyskujemy w ten sposéb,
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ze mierzymy Srednice wskazéwki d,, na dwa sposoby: najpierw sruba mikro-
metryczna wyznaczamy srednice wskazéwki d,, w milimetrach, a nastepnie
wyznaczamy $rednice wskazéwki d, w dziatkach. Wydtuzenia 2z [mm] be-
dziemy mogli wyznaczy¢ z proporcjonalnosci:

z mm]  d, [mm]

2" [dziatki]  d}, [dziakki]

(74)

Oto wyniki pomiaréw Srednicy wskazowki:

Srednica wskazéwki d,, mierzona sruba mikrometryczna

dwi [mm] Czw [mm] u<dw) [mm] ur(dw)
0.95, 0.93, 0.93, 0.96, 0.93 | 0.9400 0.0063 0.0067 = 0.67%

Srednica wskazéwki d;, obserwowana w mikroskopie
(odczyt przy réznych silach rozciagajacych)

dyy; [dzialki] | dy, [dziatki] | u(d},) [dzialki] u, (dyy)
14,13,14,14,14 13.80 0.20 0.014 = 1.4%

Zauwazmy, ze pomiary d,,; prawie nie wykazuja rozrzutu, zatem przedsta-
wione w tabeli oszacowanie niepewnosci na podstawie rozrzutu jest dys-
kusyjne (co by byto, gdyby pieciokrotnie wyszto 147). Alternatywnie mozna
przyjaé, ze niepewnoéé maksymalna Ad,, jest réwna jednej lub polowie dzial-
ki (zaleznie od naszej oceny precyzji odczytu), wéwczas u(dy,) = Ad,,//3
(ch’)r. Przyjecie po prostu u(d,,) = 0.5 [dzialki] réwniez jest dopuszczal-
ne.

Whiosek z pomiaréw érednicy wskazéwki jest nastepujacy: d,,/d,, =
0.0681 [mm/dziatkal.

Nastepnie mierzymy wydluzenia drutu dla réznych wartosci sit rozcia-

gajacych:

Sila Wydtuzenie
drutu
F; IN] | z; [dziakki]
9.81 1
19.62 2
29.43 4
39.24 5
49.05 7
58.86 11
49.05 9
39.24 7
29.43 5
19.62 3
9.81 2

21



Mamy juz komplet pomiaréw bezposrednich. Teraz obliczymy statg E —
modul Younga. Z polaczenia wzoréow i otrzymujemy

P R s Py 75
rd*Ed,, (75)

gdzie ramka oznaczono wspoélezynnik kierunkowy funkeji 2* = f(F). Wspoit-
czynnik ten mozemy obliczyé wpisujac dane z tabeli (Fj ,2;) do arkusza
kalkulacyjnego wspomnianego w rozdziale Wspétezynnik ten wynosi

a=0.202 |dlia] y(q) = 0,024 [dlle )y () =0.12=12%  (76)

niuton niuton

7 przeksztalcenia rownosci

4lydy,
a=|—7F—" 7
rd*Ed, (77)
otrzymujemy wzor pozwalajacy obliczy¢ modul Younga:
-3
Al-d* 4-(946.20-107%) - 13.80
= 200w ( - ) =1.43-10"
md'dwa 7 (0.7820-107%)" - (0.9400 - 107%) - 0.202
{N} _ m - dzialtka
m? m” - m - (dzialka/N)
(78)

Na koniec ocenimy niepewno$¢ obliczonego E. Wzor ma postaé
iloczynows E = (4/7r)lé(dfu)1d72d;1a71, zatem, korzystajac z , otrzy-
mujemy

up (B) = uy(lo) + ur(dy,) + 4uz(d) + uz(dy,) + uyi(a) (79)
wr (o) 00.04%
u, (dyy) 01.40%
u,(d) 00.48%
wp(dyy) 00.67%
u,(a) 12.00%
u,(B) 12.11%
(sumowanie kwadratowe!)

Jak wida¢, dominujacym przyczynkiem do bledu jest niepewnosé wspotczyn-
nika kierunkowego wynikajaca z rozrzutu danych (F}, 2] ) wokél teoretycznej
prostej. Jezeli przyjrzymy sie dokladniej tabeli (F},2;) na stronie za-
uwazymy, ze obserwowane wydtuzenie nieoczekiwanie ,,przeskoczyto” az o 4
dziatki pomigdzy ciezarem 49.05 N a 58.86 N. By¢ moze zbyt stabo umoco-
wana wskazowka zostata potracona przez eksperymentatoréw.
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Obliczamy niepewno$¢ standardowa (bezwzgledna): u(F) = E - u,.(E) =
1.43 - 10" %, . 0.1211 = 0.173 - 10" Y;. Ostateczny wynik mozemy zapisaé
m

tak (por. zrgpis (71) 1 (72)):
N
E =1.43(17) - 10”P (80)

Alternatywnie, jezeli chcemy podaé niepewnos¢ rozszerzona zamiast stan-
dardowej (por. rozdzial : U(E) = 3u(E) = 0.520 - 10" %, co mozemy
zapisaé tak: "
n N

2
m

E =(143+0.52)-10 (81)
Przyktad ten ilustruje pewne ogdlne zasady dotyczace oceny niepewnosci
pomiarowych:

e Warto postugiwaé si¢ niepewnosciami wzglednymi. Jest to rachunkowo
tatwiejsze i umozliwia szybkie zorientowanie sie, ktére przyczynki do
niepewnosci mozna zaniedbaé (oszczednosé czasul).

e Duze niepewnosci ,polykaja’ malte. Wystarczy, ze przyczynek uq(z)
jest trzy razy wiekszy od wuq(z), wowczas ug(x) mozna w praktyce
zaniedbaé, bo modyfikuje ocene niepewnosci zaledwie o 5%.

u?(z)

Pola duzych kwadratéw na rysunku prawie sie nie réznia, bo u? (x) =

ui () + ui(e) = ui(2) + (jur () = Puy () = u(z) = L.05uy ().

*

Bede wdzieczny za przekazywanie mi informacji o btedach zauwazonych
w tym opracowaniu.
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5 Literatura

Przygotowujac niniejszy opis korzystalem z opracowania

Instrukcja ONP (Oceny Niepewnosci Pomiarowej)
www.pracownia.ifd.uni.wroc.pl/html/ONP.pdf

Zagladatem réwniez na strong internetowa NIST
physics.nist.gov/cuu/

Czytelnikom szczegdlnie zainteresowanym problematyka niepewnosci pomia-
rowej mozna poleci¢ dokument

Evaluation of measurement data.
Guide to the expression of uncertainty in measurement
www.bipm.org/en/publications/guides

Studenci fizyki w toku studiow zetkng si¢ z zajeciami i podrecznikami z
rachunku prawdopodobienstwa i statystyki, dzieki ktérym naucza sie mate-
matycznych narzedzi pozwalajacych Scidlej ujac¢ i gtebiej wnikna¢ w proble-
matyke niepewnosci pomiarowej.

A Dodatki

A.1 Zwiagzek miedzy odchyleniem standardowym sumy a od-
chyleniami standardowymi sktadnikéw

Zalézmy, ze w wyniku pomiaru wielkoéci x mozemy dosta¢ wynik x, z praw-
dopodobienstwem p;, wynik x5 z prawdopodobienstwem py itd. Podobnie za-
16zmy, ze w wyniku pomiaru wielkoéci 2’ mozemy dostaé¢ wynik x| z praw-
dopodobienstwem p}, wynik x5 z prawdopodobiefistwem ph itd. Mozemy
obliczy¢ wartoéci $rednie Z i ' oraz odchylenia standardowe o, i o

_ 2 _\2
T = Z%‘Pi Oy = Z(% —2)7p;
i
(82)
T = m;p; ai/ = Z(x; — i’)zp;
J J

Zalézmy, ze wielko$¢ obliczana jest suma z+x'. Jaka jest $rednia i odchylenie
standardowe tej sumy? Przestrzen zdarzen elementarnych stanowia wszyst-

kie pary {(331, xll)a (xl’ 33/2)’ (:Clv xg)a s (:CQ? ljl)? (:’U27 xIQ)’ (132, l‘é), e } Jezeli
wielkosci x i &' sa niezalezne, to prawdopodobienstwo, ze skladniki sumy sa
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(24,2 ) Wynosi pzp], zatem warto$é srednia (wartoéé oczekiwana) sumy -+’
wynosi

ot —ZZ% + )iy = ZZ%pﬁZZ%pzm
=D wipi Yy i+ > pi > b= sz 1+Zwﬂ% (83)
7 J J 7
=Z+7

natomiast odchylenie standardowe sumy z + 2’ wynosi
(latwiej nam bedzie zapisywaé jego kwadrat)

E:E:Pc+x @+xﬂ2m%
::%:Z;[0”“5)—($§—*fﬂ2pﬂ%
- Z(x - 7)°p; %:p} + zj:(:e; — )% Xi:pi
+2§:x_x i > (@ — T )p;

J
2 2 = T
:UI+0m'+2<inpi_pri> 2P =T Y p;
i i J J
= O’i + O'z/

Zatem $rednie sumuja sie ,normalnie” (,arytmetycznie”), natomiast odchy-
lenia standardowe ,,sumuja sie kwadratowo”.

A.2 Rozkltad normalny: o, 20, 30

Jezeli rozrzut wynikéw pomiarow wielkosci fizycznej z jest spowodowany
przez wiele losowych czynnikow, wowczas wyniki pomiaréw maja rozklad
zblizony do rozkladu normalnego:

1 (z — 20)2
pnorm(z) - \/%0_ exp [_M‘| ) (85)

to znaczy, ze prawdopodobienstwo uzyskania wyniku z przedziatu (z, z +dz)
jest bliskie p,o.m - dz (zacieniowane pole na wykresie).
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Prorm (Z)

\4

20 z
4 4> >
g O O

Wsp6lezynnik \/%U we wzorze jest tak dobrany, aby prawdopodobien-

stwo uzyskania jakiegokolwiek wyniku byto réwne 1:
o0
| prom(1dz =1 (36)
—o

Stata w wykladniku jest tak dobrana, ze odchylenie standardowe rozktadu

wynosi

\//Oo pnorm(z)(z - ZO>2 dz=o0 (87)

—0o0

Prawdopodobienstwo, ze wynik lezy w przedziale (zy — o, 29 + o) wynosi

zpto
/ Prorm (2) dz = 0.683 (88)
Zg—0
Podobnie,
20+20
/ Prnorm (2) dz = 0.955 (89)
zg—20
oraz
zg+30
/ Prorm (2) dz = 0.997 (90)
zg—30

Wzory f mozna sprawdzi¢ np. uzywajac www.wolframalpha.com

& Wolfram

integrate 1/s/sqrt(2pi) exp(-z'2/2/5"2) dz from z=(-3.0s) to (3.0s) 8 |

dz=0.9973

L exp(— 2
e

w35 N 2

% Download page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE
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A.3 Rozklad jednostajny: o, = Az/v/3

Zalézmy, ze wyniki pomiaréw z; mieszcza sie w przedziale (zg— Az, zg+Az).
Odchylenie standardowe wynikow bedzie zalezato od sposobu, w jaki wyniki
rozkladaja si¢ w tym przedziale. Jezeli rozktad ten nie jest znany, to czesto
przyjmuje sie upraszczajace zalozenie, ze jest on jednostajny:

A

pjedn(z) f

—_

N
>
T

20—Az  z zo+Az z

Stata 2—& jest tak dobrana, aby

| peanlz)dz =1 (91)

Obliczymy odchylenie standardowe o:

9 0 9 2pt+Az 9
7= [ D)z =20 dz = | (: = )" d
—00 zg—Az 2Az (92)
Az
- 2% /AZ pa_ L [T @)
2Az J_A 2Az 3 3
—Az
Zatem A
o=z (93)

V3
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