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Cwiczenie nr 15

DRGANIA MASY ZAWIESZONEJ NA SPR EZYNIE

|. WSTEP

l.1. Sity sprezyste

Robert Hooke sformutowat w r. 1660 ogolne prawcsajpce wtasnéci sprzyste ciat statych méowce,
ze odksztatcenie ciala jest proporcjonalne do projego naprzenia. Prawo to jest spetnione dla matych
odksztatcé W tym ¢wiczeniu ograniczymy gido rozwaan tylko takich wignie odksztatce W przypadku
rozciaganej lubsciskanej spgzyny miam odksztalcenia jest jej wydienie x (dodatnie, gdy sgtyna jest
rozcihgana aujemne, gdy jesfciskana). Poniewa napezenie jest proporcjonalne do dzialeg
sity zewretrznej E powodujcej odksztatcenie prawo Hooke'a dlagggny mazna zapisaw postaci:

F, = kx (1)
Wspotczynnik proporcjonalrici k charakteryzuje wiasdoi sprzyste okrélonej spezyny
Pionowo wiszca spkzyne mozna rozcigna¢ zawieszac na jej dolnym kocu cezarek o masie m.
Rozwamy najpierw przypadek, gdy spyna jest niewzka lub jej masa wiasna jest znikomo mata
w porOéwnaniu z mas zawieszonego na niej ¢earka. Zgodnie z trzegi zasad dynamiki Newtona,
Sprzyna rozcignigta ckzarkiem, dziata na gkarek sih sprzysty Fs, rOwm co do wartéci sile rozciagajacej
sprzyne (1), lecz przeciwnie do niej skierowarZapisujemy to:

Fspr == kX (2)
Cigzarek lzdzie w réwnowadze w poteniu, %, w ktorym sita spgzystasci zrownoway jego cezar mg:
mg—kx,=0 (3)
Stad wydtuzenie % odpowiadajce stanowi rownowagi jest rowne:
m
Xo =10 (4)

l.2. ROwnanie ruchu cezarka zawieszonego na niewikiej sprezynie.

J&li sprezyna zostanie wyditona tak, by wypadkowagiaru (mg) i sity spgzystej ¢ kx), dziatapcych
na mas m nie byta rowna zeru, wéwczas zgodnie z Il zaghthamiki Newtona, gzarek kzdzie poruszat si
ruchem przyspieszonym, z przyspieszeniem:

dt?
Réwnanie ruchu ma posta

moX = mg— kx (5a)

lub po podzieleniu przez m i po uwzdhieniu wzoru (4):

d’x  k
—+—(X—-X%,)=0 5b
dtz ( o) ( )

Wprowadzac nowa zmienm, Z = X —X,, OKrelajaca wychylenie masy m z patenia rownowadgi,
otrzymujemy

—+—2z=0 (5¢)

Rozwigzaniem réwnania (5c¢) jest funkcja opigzg drganie harmoniczne wokét paémia rownowagi

z=Acosw,t+9) (6)
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gdzie A jest amplitugl drgania (maksymalnynwychyleniem z potgenia réwnowagi)w,, réwne

Wy =4[— (7a)
m

jest nazywane eatcicia kotows, ad jest faz pocatkows drgania.
Amplituda A i faza pocgtkowa ¢ zaleza od warunkow pocgkowych (od tego jak picimy w ruch
cigzarek). Czas J, w ktorym uktad wykonuje jedno drganie nazywanyeslem drga jest rowny:

21 m
T, =2"=2m|— 7b
° W, n\/; (70)

Zmiana wartéci amplitudy drgé nie powoduje zmiany ich e¢gtasci. Ten fakt zwanyzochronizmem drgan
jest konsekwengjliniowego zwihzku pomedzy sik sprzysta Fs a wydhweniem x spgzyny (wzor (2)).

1.3. Ruch cigzarka zawieszonego na sgeynie, ktorej masa my# 0
Ruch ten opisuje wzér podobny do wzoru (6), z tyenpkres drgaT jest diiszy, rowny?

S
T=2 T?’ (8)

to jest taki, jaki bylby w przypadku niewdej sprzyny o takim samym wspoétczynniku spystasci,
obcihzonej ckzarkiem o 4cznej masie M = m+1/3 ynZaleznoé¢ wyrazoma wzorem (8) mena przedstawi
w wygodniejszej do obliczepostaci, podnosz ja do kwadratu:

_4m  4mg

k 3k
Wida¢, ze T zalezy w sposéb liniowy od wartsi masy m zawieszonej na spynie, co maemy zapisé
W sposoéb uproszczony:

T2

(9a)

T? =Am+B (9b)
Wspéitczynnik kierunkowy prostej opisupcej zalenaosé T2 (m) jest rowny
A= % (10)
zas wartas¢ rzednejB, dla m=0 jest réwna
B:Tz(m:o):4“2m5:,4ﬂ (11)
3k 3

! patrz Dodatek |
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II. POMIARY
II.1. Sprawdzenie izochronizmu drgai
Na szalce ktadziemy odwmik 0 masie 50 gramow i odgjamy delikatnie szatkw dét o 1 cm, po czym
puszczamyg swobodnie. Mierzymy stoperem czas trwania 20-stayeh drgéa. Nastpnie, nie zmieniagc
obciazenia przeprowadzamy analogiczne pomiary dla 9-6amych amplitud od 2do 10 cm co 1 cm.
Przy jednej wybranej waréoi amplitudy powtérzy pomiary 5-ciokrotnie

I1.2. Wyznaczanie wspotczynnika spgzystosci k
Na szalk ktadziemy kolejno odwaniki o0 masach od 10 do 100 g, nawjwydtwzenia spgzyny w stanie
réwnowagi (nieruchomej) dla kdego obcizenia. Nas{pnie powtarzamy pomiar zmniejszajobchzenie
sprzyny zaczynajc od najwg¢kszej masy (100 g), poprzez coraz mniejsze (90780itd).

11.3. Zaleznos¢ okresu drgan T od masy m obcazajacej sprezyne
Pomiary okresow drgaT; dokonujemy tak jak w p-cid.1, zmieniapc masy odwznikOw w granicach
od 40 g do 100 g, co 10 g. Na zakmenie ktadziemy na szalce odwi& 0 nieznanej masie nfwskazany
przez prowadzego zajcia) i mierzymy okres jego drga

l1l. OPRACOWANIE WYNIKOW

[11.1 . Na podstawie wynikéw uzyskanych w p-cie Il.1.apdzi, czy okres drga T zaley od amplitudy.
W tym celu obliczy sredng wartas¢ okresu drga z piciu pomiarow przeprowadzonych przy tej samej
wartasci amplitudy oraz znal€ maksymalne odchylenie odedniej. Nasfpnie sprawdz, czy wyniki
pomiarow dla innych amplitud mieszcgic w tak wyznaczonym przedziale niepewciqgopomiarowe;.

[1l.2. Na podstawie wynikdw uzyskanych w p-cie 1.2 obji€zrednie wartéci wydtuzen sprzyny x pod

Xoy + Xop
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gdzie »%; ~wydtuzenie przy obcizeniu rosmcym, a % — przy obcizeniu malegcym. Nastpnie sporzdzi¢
wykres zalenosci wydtuzenia spgzyny od cezaru F odwanikéw znajdujcych sk na szalce, odktadgj si-
t¢ F na osi odetych (poziomej). a wydtenie % na osi rzdnych (pionowej). Sprawdgiczy w catym za-
kresie zastosowanych obhzen spetnione jest prawo Hooke’a. Wyznaé€zyspotczynnik kierunkowy prostej
przedstawionej na wykresie, ktory jest rowny odwosti statej spgzystasci K.

l11.3. Na podstawie wynikéw uzyskanych w p-cie 11.3. wydieé na papierze milimetrowym zedeos¢
kwadratu okresu drgauktadu od masy m ohgiajacej spezyne (T2 = f(m)). Masa ta jest réwna sumie
masy odpowiedniego ezarka i masy szalki. Masa szalki wynosi 17,9 g.
Z wykresu odczyt@a wartags¢ nieznanej masy mn wartg¢ wspotczynnika kierunkowego prostej,
ktory jest rowny statef\, oraz wartéé¢ T2 przy zerowej masie obgiajacej (m = 0), ktéra jest réwna stafj
Poréwna otrzymane warti z obliczonymi na podstawie wzoréw (10) i (11jpr&wdzE, czy udziat masy
sprzyny ms w tacznej masie M, od ktoérej zale okres drga T (wzoér (8)) jest réowny 1/3 m
Masa sprezyny wyznaczona za pomagwagi wynosi 75 g.

1.4 Sformutow& wnioski.

wptywem okrglonych obcizen x, =
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DODATEK 1. DO CWICZENIA Nr 15
Wyprowadzenie réwnania (8)

Aby znaleg¢ rownanie ruchu ezarka zawieszonego na gpynie, ktérej masy ginie mana zaniedbg
skorzystamy z zasady zachowania energii mechaniczoeiacej, ze w uktadzie cial, na ktore dziadajylko
sity zachowawcze, suma energii kinetyczngj Epotencjalnej Epozostaje stata, czyli:

Emech= Bdin + B, = const. (D1)
Na E, uktadu sktada sisktada s energia spizysta odksztatcone] sgtyny E,spr I €nergia potencjalna
grawitacyjna k gawWynikajaca z przycigania obu mas (m i gnprzez mag Ziemi Mziemi.
Jeli przyjmiemy, ze spezysta energia potencjalna nie odksztalconejesmy jest réwna zeru,
to po odksztatceniu réwna jest pracy wykonanej psik zewretrzna Fewn podczas wydtzania spezyny

X

X

1

E pepr = j Fooun [0 = | kx [0lx = > kx? (D2)
0

0
Grawitacyjna energia potencjalna mas ms pznaczona jako Jgraw (Wynikajaca z przycigania obu mas
przez Ziemg) przy wydtwaniu spezyny maleje, gdy masy zajmuj nizsze potgenie. Przyjmijmyze dla x=0
Engraw (0)=0. Gdyby spyzyna byta niewaka, to grawitacyjna energia potencjalna bytaby rawn

Epgraw(X) = —PX (D3a)
gdzie P-c¢zar masy zawieszonej na gpynie. P=mg=kx, (porownaj ze wzorem (4))
W przypadku spizyny wazkiej, P we wzorze (D3a) trzeba zgst przez cizar efektywnyP,; = kx, gdzie x

jest wydhzeniem spgzyny pod wpltywem wtasnego giaru i cezaru masy m, gdy uktad jest w rwnowadze.
Zatem grawitacyjna energia potencjalna uktadukaaspezyna +masa m me@ by wyrazona wzorem

Epe = —kx, X (D3)
Energia kinetyczna uktaduegarek — spgzyna jest surenergii kinetycznej ezarka
1
Ecod = mv? (D4)

i energii kinetycznej speyny, ktorej gorny koniec jest nieruchomy, a dolmyrysza si z predkoscia v taka
samy jak ciczarek. Masa dgelementu spryny o diugdci dy wynosi

dm, = mT aly (D5)

gdzie L jest diuggcia sprzyny.
Predkos¢ elementu masy sgryny, oddalonego o y od gornego, nieruchomegacéop jest proporcjonalna
do odlegtdci y

v(y)=vE (06)

Dlatego energia kinetyczna tego elemengdzie rowna

dm, 2(y) _ m, V[

dEkSpr(y) = 2 2 L3 dy (D7)
a energia kinetyczna catej spyny
( m. 2 1m, 2
— — 2 4y —
E ispr = _[dEkspr(y) Y _[y dy=-—3— (D8)
0 0
Podstawiajc wzory .(D2), (D3), (D4) i (D8).do (D1) otrzymujgm
%kx2 —kx, D<+%(m+%ms) [W? = const (D9)

Rézniczkujpc wzgkdem czasu rownanie (D9) otrzymuje sastpujace rownanie ruchu
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2
(m+%mS)GgT)2(+k(x—xr)=O

DI10)

lub po wprowadzeniu nowej zmiennej z = X; (z jest wydtizeniem z liczonym od punktu rownowagi)

d?z
dt?

Rozwigzaniem powyszego réwnania jest funkcja:

z=Acos(wt+¢)
w ktorej

Zatem okres drgaT jest rowny

T=2

co jest zgodne ze wzorem (8) z instrukcjicsaczenia.

(D11)

(D12)

(D13)

(D14)



